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VMO函数与上半连续函数和的拓扑度 
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摘要：在有界区域上定义了VMO函数与上半连续闭凸值映射和的拓扑度，并讨论了其拓扑度的一些性质 
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1 预备知识 

自上世纪 80年代开始，由于非线性偏微分方程 

研究的需要，人们开始建立一些非连续函数的拓扑 

度理论，Brezis和 Nirenberg̈ 在 1996年建立 了 

VMO函数的拓扑度理论．本文的 目的就是建立 

VMO函数与上半连续闭凸值映射和的拓扑度理论． 

为完整起见，首先回顾下列概念： 

定义 1 设 和 y都是拓扑空间，且 ： 一 

2 为集值映像，即 V ∈X，Tx是 y的一个子集．若 

。∈X，对 。的任意开领域 (Tx。)，存在开领域 

U( )使得 TUcV，则称 在 。处是上半连续．若 

在 中的每点都上半连续，则称 在 上为上半 

连续． 

定义2⋯ 设 X是度量空间，考虑实函数f∈ 

L ( )使用如下度量： 

1 ， —— Ilfll 
BMO = 

。 ㈤
If(y) ( )I ckr(y)· 

其中r0=r0( )为 的内射半径 J，or是 力上的体 

积元， ( )表示 中以 为球心， <r0为半径的 

测地球· ( ) 丽1 上 z)d ( )·若II e 。< 
∞，则称f∈BMO( ， )，BMO( ，R)简记为 BMO 

(bounded mean oscillation)． 

如果／E BMO( ，R)，并且存在光滑函数列 ， 

使得 -flI 0 ，则称／∈VMO(X，R)，VMO(X， 

R)简记为 VMO(vanishing mean oscillation)． 

引理 1(逼近选择定理【3 ) 设 是度量空间， 

y是赋范空间． ： 一2 为上半连续闭凸值映像．那 

么V s>0，存在连续映像 ： — y满足 V ∈X， 

]Y∈X及z∈Ty，使得d( ，Y)< ，lILx— l】< ． 

引理2【 若厂E BMO，则下列命题等价： 

(1 ∈VMO． 

(21
．

1 im 
)
If(y)一 ( )l 

( ，ao) 

dtr(y)=0关于 一致成立． 

2 主要结论 

定理 设 力c 为有界区域 ： 一 为 VMO 

函数， ： 舻为上半连续闭凸值映像，若存在常数 

d>0及 上的邻域 UCO，使得对任意 B C U，B∈ 

0，V叼， ∈(0，叼0]，VY∈B ( )及 g(Y)∈Ty，有 

l )+g(y)一P l≥d成立，则可定 

义 deg + ， ，p)=deg(f~+g ， ，P)，其中叩0= 

min{ 。，詈，丢dist( ，a ))， 。取自厂满足VMo函 
r ( )I ( )是以 为球心，1 

数的条件， { ：dist(x,3~)X-Olst 为半径的球} I 刀半任删 J 
= { ∈力，dist( ，a )> }． 

证明 先证明 deg(f~+g ， ，P)有定义，再证 

明 deg(f~+g ， ，P)与 及 叼的选择无关． 

因为 ： 是上半连续凸闭集值映像，由逼 

近选择定理知，对任意0<叼≤ ，存在单值连续函 

数 ： 一2 满足：Yx∈B ( )cUC ， Y∈ 及 

g(y)∈ 有 lI —Y lI<叼，lI g ( )一g(Y)ll< ≤ 

2 ，
成立． 

由三角不等式 If( )+g ( )一P I≥ lf( )+ 

g(Y)-p l—f g ( )一g(Y)l知： 
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上If( )+gn( )一p l≥ 

If( )+g(y)一p I一 

( )_g(y)l≥萼． 
因为厂为 VMO函数，所 以 ，当 ≤ 且 ≤ 

l di 
，oo)~t ∈力有： I／一 l≤ 

d／4成立． 

又由三角不等式 J +g 一P l≥I +g 一P l— 

l／一 I知： 

取叼。=min{ ， d， dist( ， ))，当0<叼≤ 
r／0，0< ≤叼。时，V ∈ 有 

J ≥ l + 

p l一 上I 一 I≥ 
d d d 

一  

再 +g 的连续性知对 ∈ ，有 

l +g 一P l>td／4， ( ) 

从而可以定义deg + ，力，P)=deg + ， ，P)． 

再证 明 deg( +g ， ，P)与 及 的选择 

无关． 

不妨设P=0，下面先证明与 的选择无关． 

V ∈(0，r／。]， 6(s)，使得当 l t— l<6有 

deg(f,+g ， ，0)=deg( +g ， ，0)成立，则 

命题得证． 

由 +g 是 和 t的连续函数，由式( )知， 

存在 >0，当l t一 l<6，且dist( ，观 )<6时，有 

l +g l≥d／8．因此，对 i t— I<6，deg( +g ， 

，0)有定义． 

据同伦不变性和式(：一：)知，deg(f,+g ， ，0) 

与 t无关，所以有 

deg +g ， ，0)=deg(L+g"， ，0)， 

再根据切除性和式 ( )知，deg( +g ， ，0)= 

deg(L+g ， ，0)． 

同样不妨设P=0，再证明 deg( +g ， ，P)与 

的选择无关． 

若 叼，A∈(0，77。]，贝0证明 deg(L+g ， ，0)= 

deg(L +g ， ，0)成立即可． 

当 ∈观 时，有 l +g l≥d／4，由同伦不变 

性知deg(L+g ， ，0)=deg(L+g ， ，0)． 

3 性质及应用 

定义(essR) esslt(f+ )是闭集 cR 中最小 

的集合，满足．厂( )+ c ．e． 

性质1 若 dge(厂+ ， ，P)≠0，则p∈essR(厂+ )． 

证明 若 P隹essR(f+ )，贝0 P∈[esstl(f+ 

)]。，从而存在r>0，使得 ，(p)c[esslt(f+T)] ， 

因而有 essR(f+ )nB (P)= ．令 =R ＼ (P)， 

则-厂( )+ c ．e．， ∈ 所以有 d(P， )≥r， 

∈ 已知 + ： —R 是连续函数，令 一0，’7— 

0，则有 d(p ( )+g ( )) r／2， ∈ 从 +g 

在 内无解，所以 deg(f+ ， ，P)=deg( +g ， 

，P)=0矛盾．因此，若有 deg(f+T，力，P)≠0，则 

P∈esstl(f+T)． 

性质2 如果 ：[0，1]X 一 关于BMO( )n 

( )连续， ：[0，1]X 一2舻为上半连续闭凸值 

映像．对给定的P∈R ，存在 d>0及 a 上的邻域 

c ，使得对任意 Bc U，B∈ ，V叩， ∈(0，770]， 

V ∈B ( )及 ()，)∈ )，，都有 上l ( )+ 
g (Y)一P l≥d成立，则 deg(f,+ ， ，P)与 t无关． 

证明 因为 = +g ：[0，1]X 一 是连续 

函数，因而关于 BMO(力)n ( )连续．令 一0， 

叼 ，根据 的连续性知道，对题设 d>0及 c力，有 

上l ( )+g ( )一P l≥詈· 
于是由同伦不变性知 deg( + ， ，P)与 t无 

关，再由deg(f,+ ，力，P)的定义知，deg(f,+ ，力， 

p)也与 t无关． 

推论 1 如果 ： 一尺 ， ：力一 都关于 

BMO( )nL,1 ( )连续， ： 一2 为上半连续闭凸 

值映像．对给定的P ER ，存在 d>0及 上的邻域 

UC力，使得对任意 曰c ，B∈ ，V叼， ∈(0， ]， 

Vy∈B ( )及g(y)∈ry,椭  上l ( )+ 
(1一t) ( )+g(Y)一P I≥d成立，贝0 deg( + 

(1一 ) + ，力，P)与 t无关． 

证明 +(1一t)L关于 BMO( )n L ( ) 

连续，由性质2知 

deg( +(1一f) + ，． ，p)与 t无关． 

推论2 如果-厂： —R“关于BMO( )nLIL( ) 

连续，7Tj： 一2 ， ： 一2舻为上半连续闭凸值映 

像．对给定的P∈R ，存在 d>0及 0／2上的邻域 Uc 
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，使得对任意Bc U，B∈0，V 77， ∈(0，叼0]，VY∈ 

B (x)及 g。(Y)∈ T。Y，g (Y)∈ y都 有 

南 上If( )+tg ()，)+( 一 )g (y)一P I≥ 
d成立，则 deg + +(1一t) ， ，P)与t无关． 

证明 f +(1一t) 为上半连续闭凸值映像， 

由性质2知 degff+z +(1-t) ，力，P)与t无关． 

性质 3 设 力c R 为有界区域，，： —R 为 

VMO函数，71： 一2舻为上半连续闭凸值映像，若存 

在常数d>0及 a 上的邻域 UC12，使得对任意曰c 

U，B∈0，V叩， ∈(0，'70]，V ∈B ( )及 g(Y)∈ 

Ty，有 南 上If( )+g(y)一P I≥d成立·若 
。， 是 的两个互不相交的开子集，则 deg(f+ 

，． ，p)=deg(f+T， 1，P)+deg(f+T， ，p)． 

证明 由定义知， 

deg(f+T， ，P)=deg( +g ， ，p)，deg(f+ 

， 1，P)=deg( +g ， ，p)，deg(f+ ， ，P)= 

deg(~+ ， ，p)．注意到 n ：咖，对题设d>0 

及 c力，有 南 上1 +g叼( )一P 1≥d，根 
据 Brouwer度的可加性 知道 

deg( + ， ，P)= 

deg(f~+ ， ，P)+deg(f~+ ， ，P)， 

于是有 

deg(f+T， ，P)= 

deg(f+T，力l，p)+deg(f+T， ，p)． 

性质4(Borsuk) 设 deg(f+r，，力，P)有定义， 

P=0．如果0∈-f2，力关于原点对称，在 a 附近．厂是 

奇函数，71(～ )=一Tx．则 deg(厂+ ， ，0)必是奇魏 

证明 由题设知，当 s一0，叼一0时，在 附 

近 (一 )=一． ( )，g (一 )=一g ( )，所以 

+ 在 a 附近是奇函数，由连续函数的Borsuk定 

理 及 deg(f+T，／2，P)的定义即可得到 deg(f+ 

7T， ，0)是奇数． 

性质 5(边界值性质) deg(f+T，力，P)只与-厂+ 

在 附近上的取值有关，即：若f，h： 一尺 为 

VMO函数， ，R： 一2 为上半连续闭凸值映像， 

deg(f+T， ，P)与deg(h+ ， ，P)均有定义，若存 

在常数d>0及 上的邻域 UC12，使得V ∈U都有 

)+T(x)=̂ ( )+R( )成立，则必有 deg(-厂+ ， 

，P)=deg(h+ ，1-1，P)． 

证明 令 Ⅳ(t， )=(1一t)(f(x)+ ( ))+ 

t(h( )十R( ))，t∈[0，1]， ∈ 又令 h ( )= 

H(t， )．由假定，当 ∈U时，有 h ( )： )+ ( )= 

h(x)+R( )，t∈[0，1]从而对满足 deg(f+T， ，P) 

与 deg(h+ ， ，P)均有定义的 P∈R 及 d>0， 

h ( )在 上的邻域 UC 上满足性质 2所述的条 

件．因此根据同伦不变性 刮知 

deg(厂+ ， ，P)=deg(h0， ，P)= 

deg(h1， ，P)=deg(h+ ， ，P)． 
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Abstract：It defines the topological degree for the sum of VMO functions and multi．valued semi—continuous map— 

pings with boundaries，and studies some properties of this type of topological degree． 
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